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Elementary Cellular Automaton の初期値問題の
max-plus解析
(Max-plus analysis on initial value problem of
elementary cellular automaton)
By
池上 貴俊 (Takatoshi Ikegami)
Abstract
Elementary cellular automata (ECA) are simple binary evolutional systems. We discuss
the initial value problem of ECA using the max-plus expression. About half of independent
rules of ECA, we give the general solution for arbitrary initial data. The proof about solutions
are done by max-plus formulas.
x 1. はじめに
Elementary Cellular Automaton (ECA)とは，空間，時間ともに 1次元で，状態変数
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刻を表す．一般性を失わずに初期時刻を 0とする．関数 f(a; b; c)は a, b, c 2 f0; 1gのと
きに 0, 1の値をとるものとする．この定義によって ECAは 256種類のものが考えられ
る．それらを区別するために，ルール番号を次の値で定める．
f(1; 1; 1) 27 + f(1; 1; 0) 26 + f(1; 0; 1) 25 + f(1; 0; 0) 24
+ f(0; 1; 1) 23 + f(0; 1; 0) 22 + f(0; 0; 1) 21 + f(0; 0; 0) 20
(2.2)






(2.3) fk(a; b; c) = fl(c; b; a) (a; b; c) 2 f0; 1g
を満たすとき，2つのルールは reection（反射）の関係であるといい，解はお互いに変
換することができるので等価なルールとみなす．次に
(2.4) fk(a; b; c) = 1  fl(1  a; 1  b; 1  c) (a; b; c) 2 f0; 1g
を満たすとき，2つのルールは conjugation（共役）の関係であるといい，やはり等価と
みなす．また，2つの時間発展方程式が
(2.5) fk(a; b; c) = fl(b; c; d) (a; b; c; d) 2 f0; 1g
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を満たすとき，2つのルールは j をずらすガリレイ変換によって同一視できる．他にも
ルール 10にもちいられる関数 f10(a; b; c)とルール 12にもちいられる関数 f12(a; b; c)は





0 1 2 3 4 6 7 8 9
11 12 13 14 15 18 19 22 23
24 25 26 27 28 29 30 32 33
35 36 37 38 40 41 42 43 44
45 46 50 54 56 57 58 60 62
72 73 74 76 77 78 94 104 105
106 108 110 122 126 128 130 132 134
136 138 140 142 146 150 152 154 156
162 164 168 170 172 178 184 200 232






が 0を表し，空間軸 j を右向きを正の方向に，時間軸 nを下向きを正の方向としている．
また，空間方向の境界条件として周期境界条件をもちいている．図の一番上の段にあるセ
ルが n = 0の初期値である．なお，一般解を max-plus表現できてないものについても，
数値計算から仮の分類を予想してふりわけている．
x 3.1. n = 1で定数になるもの
n = 1，すなわち図においては上から 2番目の行から初期値によらずすべてのセルが
定数，つまり 0, 1の一方だけになるものである．独立したルールの中では，ルール 0の
みがここに該当し，その時間発展方程式は次式で与えられる．
226 池上貴俊
(3.1) un+1j = 0:
Figure 1. ルール 0の時間発展の様子
x 3.2. n = 1で定常になるもの
n = 1から初期値によらず un+1j = unj 1, unj , unj+1のいずれかが成り立つものである．
たとえばルール 12
(3.2) un+1j = min(1  unj 1; unj ):
がこれに該当する．
Figure 2. ルール 12の時間発展の様子
独立したルールの中では，ルール 2, 4, 12, 42, 76, 170, 200がここに分類される．これら
ルールはすべて一般解のmax-plus表現がえられている．
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x 3.3. n = 1で 2周期解になるもの
n = 1から un+2j = unj 2, unj 1, unj , unj+1, unj+2のいずれかが成り立つものである．た
とえばルール 1
(3.3) un+1j = min(1  unj 1; 1  unj ; 1  unj+1):
がこれに該当する．
Figure 3. ルール 1の時間発展の様子
独立したルールの中では，ルール 1, 3, 15, 29が一般解を max-plus表現にすることがで
きて，ここに分類されることがわかっている．また，ルール 27, 35, 38は一般解の表現は
できていないが，多くの初期状態を数値計算することにより，ここに分類されると予想し
ている．
x 3.4. n = 2で定数になるもの
n = 2から初期値によらずすべてのセルが定数，つまり 0, 1の一方だけになるもの
である．独立したルールの中では，ルール 8
(3.4) un+1j = min(1  unj 1; unj ; unj+1):
のみがこれに該当する．
x 3.5. n = 2で定常になるもの
n = 2から初期値によらず un+1j = unj 1, unj , unj+1のいずれかが成り立つものが分類
される．たとえばルール 36






j+1));max(1  unj ;min(1  unj 1; 1  unj+1))):
がこれに該当する．
独立したルールの中では，ルール 36だけが一般解をmax-plus表現できた．ルール 24, 46,
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Figure 4. ルール 8の時間発展の様子
Figure 5. ルール 36の時間発展の様子
72は一般解の表現はできていないが，多くの初期状態を数値計算することにより，ここ
に分類されると予想している．
x 3.6. n = 2で 2周期解になるもの
n = 2から初期値によらず un+2j = unj 2, unj 1, unj , unj+1, unj+2 のいずれかが成り立
つものである．たとえばルール 19






ある時刻 nからすべてのセルが定数，つまり 0, 1の一方だけになるが，初期値によっ
てその時刻が変わるものである．たとえばルール 128
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Figure 6. ルール 19の時間発展の様子
がこれに該当する．
Figure 7. ルール 128の時間発展の様子
独立したルールの中では，ルール 32, 128, 136, 168が一般解をmax-plus表現にすること
ができて，ここに分類される．また，ルール 40は一般解の表現はできていないが，多く
の初期状態を数値計算することにより，ここに分類されると予想している．
なおルール 32, 40, 168は初期値が    010101    という特別な場合のみ，チェッカー
ボードパターンを生み出すことを注意しておく．
x 3.8. 初期値に依存する有限ステップで定常になるもの
ある時刻 nからすべてのセルにおいて un+1j = unj 1, unj , unj+1 のいずれかが成り立
ち，その時刻が初期値によって変わるものである．たとえばルール 140
(3.8) un+1j = min(u
n
j ;max(1  unj 1; unj+1)):
がこれに該当する．
独立したルールの中では，ルール 13, 77, 138, 140, 162, 184, 232が一般解をmax-plus表




Figure 8. ルール 140の時間発展の様子
x 3.9. 初期値に依存する有限ステップで 2周期解になるもの
ある時刻 nからすべてのセルにおいて un+2j = unj 2, unj 1, unj , unj+1, unj+2 のいずれ
かが成り立ち，その時刻が初期値によって変わるものである．たとえばルール 7
(3.9) un+1j = min(u
n
j ;max(1  unj 1; unj+1)):
がこれに該当する．
Figure 9. ルール 7の時間発展の様子
独立したルールの中では，ルール 7, 23, 50, 178が一般解を max-plus表現にすることが










j );max(1  unj 1; 1  unj )):
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Figure 10. ルール 60の時間発展の様子
がこれに該当する．
独立したルールの中では，ルール 60, 105, 150が一般解をmax-plus表現にすることがで





なお，ルール 60の時間発展方程式 (3.10)は uの値を 0, 1に限定すると排他的論理
和 ()
0 0 = 0; 0 1 = 1; 1 0 = 1; 1 1 = 0:(3.11)
に帰着することが容易にわかる．また以下の性質を満たしている．
(3.12) AB = B A
(3.13) (AB) C = A (B  C)
(3.14) AAA = A




し，解の証明を行う．以下では煩雑さを避けるため，初期値 u0j の時刻を省略して uj と書
くことにする．
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x 4.1. n = 1で定数になるもの
ルール 0の時間発展方程式は
(4.1) un+1j = 0;
であり，
(4.2) unj = 0;
が一般解となることは自明である．
x 4.2. n = 1で定常になるもの
ルール 12の時間発展方程式は
(4.3) un+1j = min(1  unj 1; unj );
である．一般解が
(4.4) unj = min(1  uj 1; uj);
となることを証明する．(4.3)をもちいて un+2j を計算すると
un+2j = min(1  un+1j 1 ; un+1j )
= min(1 min(1  unj 2; unj 1);min(1  unj 1; unj ))
(4.5)
となる．ここでmin(A;B) =  max( A; B)より
un+2j = min(1 + max(u
n
j 2   1; unj 1); 1  unj 1; unj );(4.6)
が得られる．さらに，max(A;B) + C = max(A+ C;B + C)より
un+2j = min(max(u
n
j 2; 1  unj 1); 1  unj 1; unj );(4.7)
となる．ここで，max(unj 2; 1  unj 1)と 1  unj 1を比較すると，max(unj 2; 1 unj 1) 
1  unj 1が成り立つ．この 2つがminに含まれているので，max(unj 2; 1  unj 1)が消去
できる．よって
un+2j = min(1  unj 1; unj ) = un+1j :(4.8)
これより n  1で un+1j = unj が成り立つから，一般解は
unj = u
1
j = min(1  uj 1; uj):(4.9)
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x 4.3. n = 1で 2周期解になるもの
ルール 1の時間発展方程式は
(4.10) un+1j = min(1  unj 1; 1  unj ; 1  unj+1);
である．この一般解が
u2m 1j = min(1  uj 1; 1  uj ; 1  uj+1);



















j+1 ) = max(min(1  un+1j 2 ; 1  un+1j 1 ; 1  un+1j );
min(1  un+1j 1 ; 1  un+1j ; 1  un+1j+1 );
min(1  un+1j ; 1  un+1j+1 ; 1  un+1j+2 ))
(4.13)






j+1 ) = min(1  un+1j ;max(min(1  un+1j 2 ; 1  un+1j 1 );
min(1  un+1j 1 ; 1  un+1j+1 );








































































この式の最右辺のmin中の第 2項のmaxは下線部のようにその中に unj 1, unj , unj+1をす
べて含むので，第 1項のmax(unj 1; unj ; unj+1)以上である．よって (4.12)が成り立つ．次
に u1j を計算すると
u1j =min(1  uj 1; 1  uj ; 1  uj+1)
=1 max(uj 1; uj ; uj+1)
(4.15)
となる．ここで (4.12)をもちいれば
u1j =1 max(u2j 1; u2j ; u2j+1)
=min(1  u2j 1; 1  u2j ; 1  u2j+1) = u3j
(4.16)
が得られる．よって，m  1のとき u2m+1j = u2m 1j である．また，u2j を計算すると次式
のように評価できる．
u2j =min(1  u1j 1; 1  u1j ; 1  u1j+1)
























よって，m  1のとき u2m+2j = u2mj ．以上より，一般解は (4.15)，(4.17)の形で表される．
x 4.4. n = 2で定数になるもの
ルール 8の時間発展方程式は
(4.19) un+1j = min(1  unj 1; unj ; unj+1):
で与えられる．その一般解が
(4.20) unj = min(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+n 2; uj ; uj+1;    ; uj+n)
となることを証明する．n = 1のときは (4.19)より
u1j = min(1  uj 1; uj ; uj+1)(4.21)
であるから成り立つ．n = kのとき (4.20)が成立するとして，uk+1j を計算すると
uk+1j = min(1  ukj 1; ukj ; ukj+1)
= min(1 min(1  uj 2; 1  uj 1;    ; 1  uj+k 3; uj 1; uj ;    ; uj+k 1);
1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+k 2; uj ; uj+1;    ; uj+k;
1  uj ; 1  uj+1;    ; 1  uj+k 1; uj+1; uj+2;    ; uj+k+1)
= min(max(uj 2; uj 1;    ; uj+k 3; 1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+k 1);
1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+k 2; uj ; uj+1;    ; uj+k;
1  uj ; 1  uj+1;    ; 1  uj+k 1; uj+1; uj+2;    ; uj+k+1):
(4.22)
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となる．ここで，最右辺に含まれているmaxは下線部のように 1 uj を含むため，1 uj
以上である．一方，最右辺の minの中に二重下線で示す 1   uj がやはり含まれるので，
maxの部分を消去できる．よって次式が得られる．
uk+1j = min(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+k 1; uj ; uj+1;    ; uj+k+1)(4.23)
よって n = k + 1でも (4.20)は成立するため，(4.20)は一般解である．特に初期値 uj を
任意の j で 0, 1に限定するとき，n  2で unj は uj , 1  uj を含むため，unj = 0となる．
x 4.5. n = 2で定常になるもの
ルール 36の時間発展方程式は






j+1));max(1  unj ;min(1  unj 1; 1  unj+1))):
であり，その一般解は次式で与えられる．
u1j = min(max(uj ;min(uj 1; uj+1));max(1  uj ;min(1  uj 1; 1  uj+1)))
umj = min(max(uj ;min(uj 1; uj+1));max(1  uj ;min(1  uj 1; 1  uj+1));
max(1  uj 1; uj ; 1  uj+1;min(uj 2; uj+2));
max(uj 1; 1  uj ; uj+1;min(1  uj 2; 1  uj+2));
max(uj 1; 1  uj 1; uj+1; 1  uj+1)) (m  2):
(4.25)
一般解の証明は，これまでと同様にmax-plus表現の公式をもちいてできる．
x 4.6. n = 2で 2周期解になるもの
ルール 19の時間発展方程式は
(4.26) un+1j = min(1  unj ;max(1  unj 1; 1  unj+1)):
であり，その一般解は次式で与えられる．
u1j = min(1  uj ;max(1  uj 1; 1  uj+1));
u2mj = min(max(uj 1; uj);max(uj ; uj+1);
max(uj 2; uj 1; uj+1; uj+2));
u2m+1j = max(min(1  uj 1; 1  uj);min(1  uj ; 1  uj+1);



















(4.30) un+1j = min(u
n
j ;max(1  unj 1; unj+1)):
であり，一般解は次式で与えられる．
unj = min(max(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+n 3; 1  uj+n 2; uj+n);
max(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+n 3; uj+n 1);
   ;
max(1  uj 1; 1  uj ; uj+2);max(1  uj 1; uj+1); uj):
(4.31)
これが一般解であることを証明する．n = 1のときは (4.30)より
(4.32) u1j = min(uj ;max(1  uj 1; uj+1))








min(uj 2; uj 1;    ; uj+k 4; uj+k 3; 1  uj+k 1);
min(uj 2; uj 1;    ; uj+k 4; 1  uj+k 2);
   ;
min(uj 2; uj 1; 1  uj+1);min(uj 2; 1  uj); 1  uj 1);
min
 
max(1  uj ; 1  uj+1;    ; 1  uj+k 2; 1  uj+k 1; uj+k+1);
max(1  uj ; 1  uj+1;    ; 1  uj+k 2; uj+k);
   ;










a;min(s1; t1);min(s2; t2);    ;min(sn; tn);
min(max(b; t1; t2;    ; tn); r1; r2;    ; rm)

;








(4.35) min(max(a;min(b; c); d);max(a; b)) = min(max(a; c; d);max(a; b))












max(a; b; d);max(a; c; d);max(a; b)








a;min(s1; t1);min(s2; t2);    ;min(sn; tn);
min(max(b; t1; t2;    ; tn); r1; r2;    ; rm)

;






a;min(s1; t1);min(s2; t2);    ;min(sn; tn); b; t1; t2;    ; tn

;










j ;max(1  uj 1; 1  uj ; 1  uj+1;    ; 1  uj+k 2; 1  uj+k 1; uj+k+1))
(4.38)
より n = k + 1でも (4.31)は成立するため，(4.31)は (4.30)の一般解である．
x 4.9. 初期値に依存する有限ステップで 2周期解になるもの
ルール 7の時間発展方程式は
(4.39) un+1j = min(u
n
j ;max(1  unj 1; unj+1)):
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であり，一般解は次式で与えられる．
u2m 1j = 1 max(min(uj 1; uj 3;    ; uj 2m+1);
min(uj+1; uj ; uj 3; uj 5; uj 7;    ; uj 2m+5; uj 2m+3; uj 2m+1);
min(uj ; uj 1; uj 4; uj 6; uj 8;    ; uj 2m+4; uj 2m+2);
   ;
min(uj m+4; uj m+3; uj m; uj m 2);min(uj m+3; uj m+2; uj m 1);
min(uj 2; uj 4; uj 6;    ; uj 2m+6; uj 2m+4; uj 2m+2; uj 2m+1);
min(uj 3; uj 5; uj 7;    ; uj 2m+5; uj 2m+3; uj 2m+2);
   ;
min(uj m+1; uj m 1; uj m 2);min(uj m; uj m 1);
min(uj+1; uj ; uj 2; uj 4;    ; uj 2m+6; uj 2m+4; uj 2m+2);
min(uj ; uj 1; uj 3; uj 5;    ; uj 2m+5; uj 2m+3);
   ;
min(uj m+3; uj m+2; uj m);min(uj m+2; uj m+1);min(uj m+1; uj m));
u2mj = max(min(uj ; uj 2; uj 4; uj 6;    ; uj 2m);
min(uj+2; uj+1; uj 2; uj 4;    ; uj 2m+4; uj 2m+2; uj 2m);
min(uj+1; uj ; uj 3; uj 5;    ; uj 2m+3; uj 2m+1; uj 2m);
min(uj ; uj 1; uj 4; uj 6;    ; uj 2m+2; uj 2m+1);
   ;
min(uj m+3; uj m+2; uj m 1; uj m 2);
min(uj ; uj 1; uj 4; uj 6;    ; uj 2m+4; uj 2m+2; uj 2m);
min(uj 1; uj 2; uj 5; uj 7;    ; uj 2m+3; uj 2m+1);
   ;
min(uj m+3; uj m+2; uj m 1; uj m 3);min(uj m+2; uj m+1; uj m 2);
min(uj 1; uj 3; uj 5;    ; uj 2m+7; uj 2m+5; uj 2m+3; uj 2m+1; uj 2m);
min(uj 2; uj 4; uj 6;    ; uj 2m+6; uj 2m+4; uj 2m+2; uj 2m+1);
   ;
min(uj m+1; uj m 1; uj m 2);min(uj m; uj m 1);
min(uj ; uj 1; uj 3; uj 5;    ; uj 2m+7; uj 2m+5; uj 2m+3; uj 2m+1);
min(uj 1; uj 2; uj 4; uj 6;    ; uj 2m+6; uj 2m+4; uj 2m+2);
   ;
min(uj m+2; uj m+1; uj m 1);min(uj m+1; uj m)) (m  1):
(4.40)




の解の証明を行うときに，unj が 0, 1のいずれかであるという条件はもちいていない．よっ
てこれまでに求めた一般解は，初期値が実数値であってもよい．ここでは例として，いく
つかのmax-plus表現で表した ECAを，初期値を 0, 1に限定しない実数にして数値計算
し，解の挙動を見る．
x 5.1. n = 1で定常になるもの
例としてルール 12を取り上げる．
(5.1) un+1j = min(1  unj 1; unj ):
一般解は
(5.2) unj = min(1  uj 1; uj)
である．有理数を初期値として時間発展を計算すると次のようになる．各数値は (5.2)の
関係を満たしており，unj が 0, 1のときと同じく n = 1以降で定常解が表れている．
 6:5  2:7 9:1  3:5 6:4 1:1 8:8  3:6 7:9  4:2
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
 6:5  2:7 3:7  8:1 4:5  5:4  0:1  7:8 4:6  6:9
Figure 11. 有理数を初期値としたルール 12の時間発展の様子
x 5.2. 初期値に依存する有限ステップで定常になるもの
例としてルール 140を取り上げる．
(5.3) un+1j = min(u
n
j ;max(1  unj 1; unj+1)):
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一般解は次式で与えられる．
unj = min(max(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+n 3; 1  uj+n 2; uj+n);
max(1  uj 1; 1  uj ;    ; 1  uj+n 3; uj+n 1);
   ;
max(1  uj 1; 1  uj ; uj+2);max(1  uj 1; uj+1); uj):
(5.4)
有理数を初期値として時間発展を計算すると次のようになる．各数値は (5.4)の関係を満
たしており，unj が 0, 1のときと同様に，n = 3以降で定常解に落ち着いている．
 2:5  1:7 7:2 4:5 1:4 0:2  1:4 3:6 7:9  4:2
 2:5  1:7 4:5 1:4 0:2  0:4  1:4 3:6  2:6  4:2
 2:5  1:7 2:7 0:2  0:4  0:4  1:4 2:4  2:6  4:2
 2:5  1:7 2:7  0:4  0:4  0:4  1:4 2:4  2:6  4:2
 2:5  1:7 2:7  0:4  0:4  0:4  1:4 2:4  2:6  4:2
 2:5  1:7 2:7  0:4  0:4  0:4  1:4 2:4  2:6  4:2
 2:5  1:7 2:7  0:4  0:4  0:4  1:4 2:4  2:6  4:2
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